Dodatek E

Funkcja tworzaca momenty
(transformata Laplace’a)

§E.1. Definicja i przykltady

Zamieszczamy tu podstawowe informacje o funkcjach tworzacych momenty,
ktore stosuje sie w wielu zagadnieniach praktycznych, szczegdlnie tam, gdzie
wystepuja nieujemne zmienne losowe. Przyklady takich zastosowan, m.in.
do teorii odnowienia, teorii ryzyka, zagadnienia ruiny w ztozonym procesie
Poissona mozna znalezé w [FELL], t. IT, roz. XIII-XIV. My pokazemy dwa
zastosowania teoretyczne: do dowodu centralnego twierdzenia granicznego
(tw. 12) i do oszacowania szybkosci zbiezno$ci w mocnym prawie wielkich
liczb (§E.2).

Jesli X jest zmienna losowa, a px jej rozkladem prawdopodobienstwa, to
definiujemy funkcje tworzgcqg momenty zmiennej losowej X (rozktadu px)
jako

o0

Mx(t) = et :/ e ux (ds). (1)

— 00
Funkcja tworzaca momenty jest okreslona dla tych ¢, dla ktérych istnieje
powyzsza warto$¢ oczekiwana (czyli calka po prawej stronie).
Jesli X przyjmuje wartosci caltkowite nieujemne, funkcja Mx jest zwiazana
z opisana w dodatku B funkcja tworzaca gx w nastepujacy sposob:

gx(s) = Es™ = £ [(e"8*)*] = Mx (log s), s € (0,1].

Funkcja tworzaca momenty jest okreslona na przedziale zawierajacym zero,
ktéry poza tym moze by¢ dowolny, jak pokazuja przyklady 2 i 5.

Jesli przedzial ten zawiera otoczenie zera o dodatniej dlugosci, to funkcja
Mx wyznacza momenty zmiennej losowej X. Dokladniej, mamy

Twierdzenie 1. Jesli funkcja tworzgca momenty Mx (t) zmiennej losowej
X jest okreslona dla t € (—to,to), to > 0, to

375

Jak kto woli,
Mx (t) = gx(e").
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(i) Istniejq wszystkie momenty zmiennej losowej X, czyli E|X|* < oo dla
k=1,2,....
- thE Xk
(i) Mx() = "o
k=0 ’

|t|<:t@

(i) MP(0) =X, k=1,2,....

Dowéd. (i) Z nieréwnosci e/l < ef +e~t wynika, ze EetlXI < 0o dlat < t.
Oczywiste oszacowanie:

n

th1 x|k
Z%<et‘x‘7 0<t<ty, (2)
k=0 ’

gwarantuje teraz istnienie wszystkich momentéw.

(i) Dzieki oszacowaniu (2) mozna zastosowaé twierdzenie Lebesgue’a o
zbieznosci monotoniczne;j:

ZIXF) ke X |
5<Z | |>ZL|getX<oo, 0<t<tg. (3)

k! k!
k=0 k=0

W efekcie twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej pozwala na
usprawiedliwienie ponizszych przej$¢ granicznych:

X sk vk X Lk k
Mx<t>=e<zt,jf>:ztif, < to. ()

k=0 k=0

(#i1) Wystarczy obliczyé pochodne szeregu potegowego po prawej stronie
(4). m

Przyklad 2. Zmienna losowa o gestosci Ce=1oI""* ma wszystkie momenty,
ale jej funkcja tworzaca momenty jest okreslona tylko w zerze. m

Uwaga 3. Czasami w literaturze mozna si¢ spotkaé¢ z nieco innym nazew-
nictwem, mianowicie funkcje tworzaca momenty nazywa sie (dwustronna)
transformata Laplace’a. My nazwaliSmy transformata Laplace’a (por. zad.
13.4.2) funkcje

L) =E&e ™, gdzie X >0,A>0.m

Uwaga 4. Twierdzenie Kaca (zad. 9.4.1), zawierajace kryterium niezalez-
nosci ograniczonych zmiennych losowych, da sie nieco wzmocnié¢, a miano-
wicie: jesli zmienne losowe X i Y maja funkcje tworzace momenty okreslone
w pewnym otoczeniu zera, oraz EXFY! = EXFEYl dla k,l € N, to X i Y
sa niezalezne. Dowdd wymaga oczywistej adaptacji argumentu podanego
w rozwiazaniu zadania. m
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Przyktad 5. Oto funkcje tworzace momenty dla kilku rozktadéw.
1. Rozktad N (0,1):

oo
1 2 2
Mx(t :/ etasf:v /2:et /2’ t € (—00,00),
=] - (~00.50)
a stad otrzymujemy hurtem parzyste momenty, bowiem

o0

2 1/e2\" &1-3-...(2k—1)
/2 _ () = 2k
¢ Zk!(Q) 2 el

k=0

wobec tego EX2F =1-3-...-(2k—1) = (2k — )L
2. Rozklad wykladniczy:

o A
_ Ty AT _ _
MX(t)—/O e e dm_—)\—t_g N t< A

zatem EXF = %

3. Rozklad Poissona:

0 kt \k © el )k .
MX(t):Zek' e*’\:z( <) e M= e (—00,00).
k=0 k=0

Stad juz nieco trudniej wyznacza¢ momenty. Wygodniej jest obliczy¢ bez-
posrednio EX(X —1)-...- (X —k+1).

Za pomoca gestosci postaci cl[l,oo)x’Z, 11,00y "€~ *" oraz wykladniczych
i normalnych mozna skonstruowaé¢ przyklady funkcji tworzacych okreslo-
nych w dowolnym przedziale (lewo-/prawostronnie domknietym /otwartym)
zawierajacym zero. W

2

Przy wykonywaniu dzialan na zmiennych losowych funkcje tworzace mo-
menty zachowuja sie analogicznie do funkcji charakterystycznych. Zachodzi
rownosé

MaX—i—b(t) = ethX(at), a,b € R.

Prawdziwe jest takze podstawowe

Twierdzenie 6 (O mnozeniu). Jesli zmienne losowe X Y sq nieza-
lezne, a ich funkcje tworzgce momenty Mx i My sq okreSlone w pewnym
otoczeniu zera (—to,to), to > 0, to w tym samym otoczeniu zera istnieje
funkcja tworzgca momenty sumy, Mx .y, oraz

Mx+y<t) = Mx(t)My(t), te (—to,to), to > 0.
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Dowéd. Jedli t € (—tg,to), to zmienna losowa e!(XH+Y) = !XtV jest

catkowalna jako iloczyn niezaleznych i catkowalnych zmiennych losowych
(uwaga ¢ po tw. 5.8.15); z samego tw. 5.8.15 wynika, ze

Mx iy (t) = EtXHY) = £etX ety = My (t) My (t). m

Twierdzenie 7. Jesli funkcje tworzgce momenty zmiennych losowych X
iY sq réwne na przedziale (—tg,t0), to > 0, to X 1Y majq ten sam rozklad.

Dowdéd. Na mocy tw. 1 obie zmienne losowe maja te same momenty. Wy-
kazemy, ze ich funkcje charakterystyczne sa rowne.

Z tw. A.1.1 wynika, ze

T ihx = (th)k |hx|n+1
. < . theR.
(e > (n+1)! <

Stad

|h|n+1
(n+1)!

ox(t+h)— E(XFMN) < S EIX["H, thER,

k=

o

gdzie prawa strona zmierza do zera zgodnie z (3). Ze wzoru na pochodne
funkeji charakterystycznej (tw. 9.1.7) otrzymujemy:

=0

Te sama réwnosé spetnia @y

Niech teraz t = 0. Wtedy wg?)(O) = FEXk = kY = gpgf)(O) dla k =
= 0,1,2..., zatem obie funkcje charakterystyczne pokrywaja si¢ na prze-
dziale (—to, to).

Powtarzajac to rozumowanie z punktami startowymi ¢t = +tg/2 otrzymu-
jemy réwno$é ¢x = py na przedziale (f%to, %to), etc. — a wiec wszedzie.
Stad X i Y musza mie¢ ten sam rozklad. m

Uwaga 8. W powyzszym dowodzie nie odwolywalidémy sie do teorii funkcji
analitycznych. Mozna jednak po prostu zauwazy¢, ze funkcje

Mx(z) = Ee*X, My (z) = E*Y,

sa holomorficzne w pasie —ty < Rez < tp i sa réwne na odcinku (—tg, to),
czyli na mocy tw. D.3.2 — wszedzie, co daje réwnosé funkcji charaktery-
stycznych, bowiem Mx (it) = px(t), t € R.
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Uwaga 9. Jesli rozklad prawdopodobienstwa p ma wszystkie momenty,
a jego funkcja tworzaca momenty istnieje w pewnym otoczeniu zera o do-
datniej dlugoéci, to nie istnieje inny rozktad prawdopodobiefistwa o tych
samych momentach (wynika to z (3) i powyzszego twierdzenia).

Moéwi sie wtedy, ze rozklad jest wyznaczony przez swoje momenty. Podamy
teraz przyklad sytuacji przeciwnej — dwdéch réznych rozktadéw o tych sa-
mych momentach.

Oznaczmy przez f gesto$é rozkladu logarytmicznie-normalnego:
11 2
— Ze(logz)*/29 )
f({IJ) \/ﬂ .Te (0700) (.’IJ)
Wtedy

/ a¥ f(z)sin(2rlogx)de =0, k=0,1,2,...,
0
gdyz podstawienie log z = s + k przeksztalca te caltke do postaci

L s

V2T o

ktéra jest réwna zeru, jako ze funkcja podcatkowa jest nieparzysta. W takim

razie funkcje f(z) oraz f(x)[1+sin(27 log )] sa para réznych gestosci o tych
samych momentach.

_»2 .
e * /%sin2rsds,

Twierdzenie 10. Niech X, X1, Xo, ... bedzie ciggiem zmiennych losowych,
ktorych funkcje tworzgce momenty, Mx i Mx,, k = 1,2,... sq okreslone
na przedziale (—to,to), to > 0.

Jesli Mx, (t) —— Mx(t) dlat € (—to, o), to Xn —> X.

Dowdd. Jedrnosé ciggu rozktadéw zmiennych losowych X,, mozna otrzy-
maé z wykladniczej nieréwnosci Czebyszewa 5.7.6(c) i ze zbieznosci ciagu
funkcji tworzacych momenty:

P(| X, >a) <& (eth"‘) e " —— Mx(t)e ™, |t| < to.
n—0o0
Dalsze rozumowanie przebiega tak, jak w dowodzie twierdzenia Lévy’ego-
-Craméra o ciggloéci — po wyborze podciagu zbieznego wedtug rozkltadu
dowodzimy, korzystajac z poprzedniego twierdzenia o jednoznacznosci, ze
rozkladem granicznym jest px i ze caly ciag jest stabo zbiezny do tego
rozktadu prawdopodobienstwa. m

Uwaga 11. Przy zalozeniach tw. 10 nietrudno otrzymaé zbieznosé mo-
mentéw:

EXF —— eX*, k=0,1,2,....

n—oo



Przypomina to co
prawda wyscigi
w workach.
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Istotnie, wynika to z kryterium z zad. 8.3.9, bowiem dla kazdego k =
=1,2,...

k! k!
Sup E] X, [* < sup £t < T sup[M, (o) + My, (—a)],  Jal < to,
n n n

a wyrazenie w nawiasie kwadratowym po prawej stronie jest ograniczone,
poniewaz zawiera wyrazy ciagu zbieznego.

Odwrotnie, w zad. 8.3.8 udowodniliémy, ze jesli rozktad X jest okreslony

przez swoje momenty i zachodzi zbieznos¢ momentéw, to X, L. X. Dla-
tego tez moéwi sie o dowodzie CTG metoda momentdw.

Udowodnimy teraz najprostsza wersje centralnego twierdzenia granicznego:

Twierdzenie 12. Niech X, X1, X5, ... bedg niezaleznymi zmiennymi loso-
wymi o tym samym rozktadzie, EX = 0, D?X = 1, i niech Mx(t) bedzie
okreslona na przedziale I = (—to,to) o dodatniej dlugosci. Wtedy

Xi+...+X, b
- 1).
= N (0,1)

Dowdd. Wystarczy udowodnié zbiezno$é funkcji tworzacych momenty do

funkeji et’/2 co najmniej na przedziale I. Ze wzoru (4) otrzymujemy
t2
Mx(t) =1+ 7+ o(t?).

7 twierdzenia o mnozeniu wynika, ze funkcja tworzaca momenty po lewej
stronie jest okreSlona co najmniej na przedziale (—v/nto, /ntg), oraz:

t2 t2\1" 2/
Mx +. .4+x, (t) =1+ — 40| — — e .
N 2n n n— o0

Zbieznosé ma miejsce faktycznie dla kazdego t € R. =

Powyzszy dowdd stosuje sie w szczegdlnosci do ograniczonych zmiennych
losowych. Mozna otrzymaé z niego dowdd twierdzenia Lindeberga—Lévy’ego
10.2.1 metoda ucinania (ktérej zastosowanie widzielismy w dowodzie moc-
nego prawa wielkich liczb).

§E.2. Transformata Craméra. Oszacowanie szybkosci
zbieznosci w mocnym prawie wielkich liczb

Oszacowanie odchylen od éredniej w nier6wnosci Bernsteina (7.4.2) zawdzie-
czamy temu, ze funkcja tworzaca momenty liczby sukceséw S,, w schemacie
Bernoulliego istnieje w przedziale o dodatniej dltugosci. Rozwiniemy te idee
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i otrzymamy nieréwnosci maksymalne, dajace oszacowanie szybkosci zbiez-
nosci w prawie wielkich liczb.

Zalézmy, ze zmienna losowa X spelnia warunek Craméra: istnieje takie
X > 0, ze EeMX < 00, Wtedy oczywidcie jej funkcja tworzaca momenty,
M, jest okreslona co najmniej na przedziale [—\, )]

Warunek Craméra jest réwnowazny z tym, ze ogon rozkladu zmiennej loso-
wej X maleje wykladniczo: P(|X| > t) < e~ dla pewnego a > 0 i wszyst-
kich ¢t > 0. Jest on spelniony przez wszystkie ograniczone zmienne losowe,
a takze przez zmienne losowe o rozkladach: geometrycznym, wyktadniczym,
Poissona i normalnym.

Niech teraz
A={teR: Mx(t) < oo}.

Zbioér A zawiera otoczenie zera. Definiujemy funkcje
P(t) =log Mx(t), teA. (1)

Funkcja 1 jest wypukta (i $ci$le wypukla, jesli X nie jest z prawdopodo-
bienistwem 1 stala). Istotnie, dla 0 < a < 1 otrzymujemy z nieréwnosci
Holdera z wyktadnikami p=1/aiq=1/(1 — a):

’(/J(Clt + (1 - a)s) =log& (eatX .e(l—a)sX)

a

< log (geatX(l/a))“ (geu—a)sx(l/u—a)))l* _
= a-log€e'™ + (1 —a)-log e = arp(t) + (1 — a)y(s).

Mamy 1(0) = 0,¢'(0) = EX = m)"(t) > 0, jako ze funkcja ¢ jest wypukla
i dwukrotnie rézniczkowalna.

Przedluzymy ¢ na caly zbidr liczb rzeczywistych, kladac ¥(t) = oo dla
t & A.

Jestesmy teraz gotowi do zdefiniowania transformaty Craméra:

Definicja 1. Transformatg Craméra rozkladu pux zmiennej losowej X na-
zywamy funkcje
H(a) = suplat — (t)],
teR

gdzie funkcja ¢ zostala zdefiniowana réwnoscig (1).

Funkcja H jest wypuktla. Istotnie, niech A+ pu =1, t, s > 0. Wtedy

H(\a + pb) = fgg[(ka + pb)t — Mp(t) — pp(t)] <

< Asuplat — (1) + psuplbt — (1) = AH (@) + pH(E).
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Ponadto H jest nieujemna, bowiem 1(0) = 0, i wreszcie H(a) = 0 wtedy
i tylko wtedy, gdy a = ¢'(0) = m.

Istotnie, 1(0) = 0, z wypuklo$ci wynika, ze prosta o réwnaniu y = ax
przecina wykres funkcji w zerze i jeszcze jednym punkcie. Dla a # m zawsze
istnieje takie x, ze ax > (), a jesli a = ¥'(0), to prosta y = ax jest styczna
do wykresu ¢ w punkcie 0, wiec lezy cala pod wykresem ¢ i H(m) = 0.

a>y'(0) = H(a) = iglg[at — 9],

a<y'(0)= H(a) = iglg[at —(t)],

Oszacujemy teraz szybkosé¢ zbiezno$ci w MPWL.

Twierdzenie 2. Niech X, X, X, ... bedg niezaleznymi zmiennymsi loso-
wymi o tym samym rozkladzie, spelniajgcymi warunek Craméra. Wtedy

P (sup
k>n

gdzie m = EX, a H jest transformatq Craméra zmiennej losowej X .

Dowdéd. Niech a, A spelniaja warunek
Aa —log M(\) > 0. (2)

Ustalmy n > 1. Niech 7 = inf{k > n:Sk/k > a} (zwréémy uwage, ze
T = 00, gdy zawsze S;/k < a). Mamy

S, S
P(supf >a> :P<— >a,7'<oo> = P > M 7 < x0) =

k>n T
( AS:—7log M(X) > e)\aT—TlogM(A)

(e

(supe
k>n

, T < 00) <
AS;—7log M(X) > en(ka—logM()\))’T < OO) <

P
P
P ASk—klog M(X) > en()\aflog M(N))

NN

, T < 00).
Oznaczmy Zj, = e skl M) § pniech Fj, = o(X1,..., Xx). Wtedy ciag
(Zi, Fi) jest nieujemnym martyngatem, co nietrudno sprawdzi¢. Poniewaz

AXj,—log M (A
Zy, = Zj_y X loB MY,

mamy

E(Z| Fuor) = Zp1E (exxk—logM(A) ‘ fk_1> — o EMXa—los M(N) _
= Zpr-M(N)-e"108MN — 7, |
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Ponadto £Z;, =1, k=1,2,....

Z nier6éwnosci maksymalnej 11.4.1 otrzymujemy, przy spelnieniu (2),

P (sup ﬂ > a) <P (sup eASk—klogM(A) > en()\a—logM()\))) <
k>n k k>n

< efn()\aflog M(N))

Jedli a > m, funkcja f(A) = Aa — log M () spelnia nastepujace warunki:
f(0) =0, f(0) = a— m > 0, zatem istnieje takie A > 0, ze spelniony jest
warunek (2). Zatem dla a > m mamy

P (sup & > &) < e—nsupA>O[Aa—logM()\)] — e—nH(a).
k>n

Zupelnie analogicznie dla a < m mamy

P (inf & < a) < e MsuPscolra—log M(N)] _ —nH(a)

k>n
Ostatecznie
Sk Sk . . Sk
- _ < - — — <
P(i;}T)L A m'>€> P(igk >m+€>+P(é§Lk <m-—¢
< %" min(H(ere),H(mfa)).

Przyklad 3. Jesli X, X, Xo,... jest ciagiem Bernoulliego, to Mx (t) =
= cosh t i nietrudno obliczyé, ze funkcja at—log cosh ¢ przyjmuje maksimum
dla ¢t = ar tgha = §log 1%, o ile |a| < 1, a jesli |a| > 1, jej kresem gérnym
jest co. W takim razie

H(a) = {C%XEO +a)log(l+a) + (1 — a) log(1 — a)] 331.'1?_' -

Rozwijajac logarytm w szereg potegowy widzimy, ze H(a) > %&2. Wobec
tego

P (sup

k>n

% >e) < 2e7nH(5) < 26_%n82 dlad<e<1
0 dlae>1. m



